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particle 素粒子
=========================================

sparticle ス粒子

スは超対称性
ス ー ジ ー

のス

ようこそ！　超対称の世界へ！
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超対称性

supersymmetry
SUSY（スージー）

　対称性は，特に素粒子理論において，重要な概念である。

　時空の対称性を拡張することで，われわれは超対称性という，

ボソンとフェルミオンを関係づける，究極の対称性に辿り着いた。

果たして，自然界に超対称性を見つけることができるであろうか。

また，超対称性には，どんな役割が期待されているのだろうか。
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社会学的考察・言語学的考察
この話は何処にもつながりませんが

今から 25年ほど前，

３つの「超」(super)！

高温超伝導

　　　　　　　超新星（1987A）

　　　超弦理論
SSC '93中止，スーパーカミオカンデ，・・・
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さらにその 10年以上前にスーパーと言えば・・・

スーパーカー
（バブル期もちょっとはやったが）

最近ではスーパーといえば supercomputer（スパコン）
でも supersymmetryはスパシンとは言わないよ。     けわしいしわけ                        

２位じゃいけないんでしょうか

それはさておき

SUSYは就活の必須アイテムです。（超一部のヒトにとって）

supermarket
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個人でその割合は？さて小生の論文（査読付）ではSUSYの割合は？
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はははは (^_^;) 少ないですね　わろうてごまかすにかぎるぞよ（独白）
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超対称性とは一体何だろうか

超対称性は誰が考え出したか

超対称性とは何処にあるのか

何ゆえ超対称性が必要なのか

超対称性はいつ見つかるのか

超対称量子力学・一次元調和振動子

超対称場の理論

超対称粒子 (sparticles)

Dark Matter

WIMP検出実験

SUSYを信じる？
を織り交ぜてご提供。

途中でどんどん質問してください
俺に質問するな！by照井竜　答えは聞いてない！by リュウタロス　てなわけないので
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超対称性とは一体何だろうか

超対称性は量子力学的時空の（大域的）対称性である。

ボソンとフェルミオンを結びつける

ボソン boson　同じ状態がいくつでも取れる スピンは整数

通常の素粒子では　光子，ウィークボソン (W, Z)，グルーオン

（以上スピン１），ヒッグス粒子（スピン０）

フェルミオン fermion　パウリの排他律に従う スピンは半奇数

通常の素粒子では　電子やニュートリノなどレプトン，クォーク

（スピン 1/2）
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超対称性は誰が考え出したか

宮沢弘成 1968,

Ramond 1971 (superstring),

Golfand, Likhtman 1971,  

Volkov, Akulov 1973,

Wess,   Zumino 1974,

Witten 1981（超対称量子力学）
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超対称量子力学・一次元調和振動子 (質量m=1)

まず，普通の（ボソン的）調和振動子　V＝
1

2
ω2q2          

ハミルトニアン（量子力学！）           (h/=1)        q, p ＝i 

H 
B
＝－
1

2

d2

dq2
＋
1

2
ω2q2＝
1

2
ω b†b ＋b b† ＝ω b†b＋

1

2

b＝
1

2

1

ω

d 

dq
＋ ωq , b

†＝
1

2
－
1

ω

d 

dq
＋ ωq

d 

dq
 , q ＝1   ➡  b , b† ＝bb†－b†b＝1
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確認しよう

交換子

A , B  ≡ AB－BA

反交換子

A , B  ≡ AB＋BA

例：　 σ1 , σ2  ＝2i σ3，　　 σ1 , σ2  ＝ 0

パウリ行列

σ1 ≡
0 1

1 0 , 
σ2 ≡
0 -i

i 0 , 
σ3 ≡
1 0

0 -1
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ポイント：    b , b† ＝bb†－b†b＝1

ボソン：　消滅演算子と生成演算子の交換関係

　　　　　　　　ボソン振動子のエネルギースペクトル

　　　　　　　　　 E 
B

n
＝ω n＋

1

2  ,     
n＝0, 1, 2, ...

H 
B
¦n〉＝E 

B

n
¦n〉

¦n〉＝
1

n!
 (b†)

n
¦0〉

b¦0〉＝ 0,           ¦0〉: 真空
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フェルミオン？

パウリの排他原理に従う！

f 
2
＝ 0 , (f†)

2
＝ 0

例えば　 f ＝
0 0

1 0
＝
1

2
σ1－iσ2  , f

† ＝
0 1

0 0
＝
1

2
σ1＋iσ2

ポイント：

フェルミオン：　消滅演算子と生成演算子の反交換関係

f , f† ＝ f f†＋f†f ＝ 1
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フェルミオン的調和振動子ハミルトニアン

H 
F 
＝
1

2
ω f†f －f f† ＝ω f†f －

1

2

フェルミオン振動子のエネルギースペクトル

E 
F 

n
＝ω k－

1

2 ,  
k＝0, 1

¦1〉＝ f†¦0〉

f ¦0〉＝ 0

¦0〉: 真空
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H 
B
＝ω b†b＋

1

2     と　
H 
F
＝ω f†f －

1

2 をたす！

H 
SUSY
＝ω b†b＋f†f ＝ω b†f＋f†b 

2

 ・・・＊

ただし  b, f ＝ b†, f ＝ b, f† ＝ b†, f† ＝0

＊練習問題。

ちなみに　H
SUSY
＝Q
2

,    Q ＝ ω b†f＋f†b 　とも書ける
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練習問題解答

b†f＋f†b 
2

＝b†fb†f ＋b†f f†b＋f†b b†f＋f†b f†b

                     ＝b†f f†b＋f†b b†f 

                     ＝b†bf f†＋b b†f†f 

                     ＝b†b (1－f†f )＋(1＋b†b )f†f 

                     ＝b†b －b†b f†f ＋f†f ＋b†b f†f 

                     ＝b†b ＋f†f                                     ■
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H 
SUSY
＝ω b†b＋f†f ＝ω b†f＋f†b 

2

超対称生成子 (supercharges)

Q ＝ ωb†f ,     Q†＝ ωf†b 

Q
2

 ＝Q†
2

 ＝ 0

H 
SUSY
＝ Q ＋Q†

2

＝ Q , Q†

 Q†, b† ＝ ωf† ,  Q , f† ＝ ωb†
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超代数

Q , Q† ＝H ,   Q
2

 ＝Q†
2

 ＝ 0

Q , H  ＝ Q†, H  ＝ 0

Q: ハミルトニアンは時間推進生成子

ではＱは？

A: フェルミオン的座標の並進

Ｑは supercharge
時間があれば後ほど。
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閑話休題

超対称調和振動子のエネルギーレベル

H 
SUSY
¦n,k〉＝E 

SUSY

n,k
¦n,k〉＝ω n＋k ¦n,k〉

Q¦n,1〉＝ (n+1)ω¦n+1,0〉 , Q¦n,0〉＝ 0

Q†¦n,0〉＝ nω¦n－1,1〉 , Q†¦n,1〉＝ 0

Q†¦0,0〉＝ 0

k＝0 ボソン的状態　  ⇄   k＝1 フェルミオン的状態

¦B 〉                                     ¦F 〉
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Q†¦B 〉̃ ¦F 〉 ,   Q ¦F 〉̃ ¦B 〉

ただし　Q†¦0 〉＝ Q ¦0 〉＝ 0

ここで¦0 〉は真空，H ¦0 〉＝ 0

H ¦E 〉＝ E ¦E 〉のとき

E ＝〈E ¦H¦E 〉〈E ¦Q Q†＋Q†Q¦E 〉＝ 2 Q ¦E 〉
2
≧ 0

等号成立は E ＝ 0 ,　　 Q†¦0 〉＝ Q ¦0 〉＝ 0

最低エネルギーがゼロ⇄超対称性が破れていない
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さて，こんなmodel で記述される系は現実に存在します

垂直に一様な磁場の掛かった平面内の電子

En＝ n＋
1

2

¦e¦B 

m
＋
¦e¦B 

2m
σ3

　　　　　　　　　　　　　
B

⇧
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超対称（量子）場の理論

ポアンカレ変換のうちで共変なものに置き換えるならば，

H ＝ P0  （四元運動量の時間成分）➡   Pμ（四元運動量）

Q  ➡ Q 
α
      Q†➡ Q 

α

 Q 
α
, Q 
α
＝－2iσ

μ

αα
Pμ

supercharges    Q 
α
,  Q 

α
はスピン 1/2 を持つ

２つでベクトル（スピン１）をつくるからね，特殊相対性理論の要請とも言える

ボソン⇄フェルミオン
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場の超対称変換

φ：　スカラー（ボソン）場　　 

ψ：　スピン 1/2 フェルミオン場

δφ ＝εψ          

δψ ＝∂/φε＋…

ε : 無限小変換パラメータ はグラスマン数

ε1ε2＝－ε2ε1

εの次元～ 長さ
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グラスマン数 反可換な「数」

超空間　superspace
通常の時空座標に加え，グラスマン座標

　　　　　　　　その次元は 長さ

これが時空対称性を最大に拡張する仕方＊

 Coleman,   Mandula 1967
Haag,  Lopuszanski,  Sohnius 1975

＊conformal symmetryの話は今日はしまい
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超対称性とかけて何ととく

整いました
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超対称性とかけて　　　　

平らでない所での押印ととく

その心は

どちらも はんこうかんのが大事でしょう
（ 反交換 ／ 判子 浮かん ）
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超対称性とは何処にあるのか

in wonderland of素粒子物理

標準模型　Standard Model (SM)  +
超対称粒子　superparticle (sparticle), superpartner

⬇

MSSM （Ms.SMデハナイ）
Minimal Supersymmetric Standard Model

(ヒッグスも２つ)

32

2010年5月



particles --- sparticles

bosons --- fermions

gauge boson --- gaugino         

photon --- photino
gluon --- gluino
    W --- wino

               Z --- zino   (Zumino?)

     Higgs --- higgsino
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particles --- sparticles

fermions --- bosons     

lepton --- slepton
  レプトン --- スレプトン
                                                       （ｓは susyのｓまたはscalar のｓ）

electron --- selectron
neutrino --- sneutrino

quark --- squark
クォーク --- スクォーク

top --- stop
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同様に，

kawai --- kawaino
kai --- kaino

 shiraishi --- hiraishi
shigeoika --- higeoka

すうどん --- うどん
すこんぶ --- こんぶ

スランプ --- ランプ
スクール水着 --- クール水着

　　　　　　　　　　というのはウソです。　　　　　　　
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particles    |    sparticles  

スピン1/2の超対称粒子は，ニュートラリーノ，チャージーノ
((スピン3/2の超対称粒子は，グラヴィティーノ ))
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超対称性はいつ見つかるのか

ＬＨＣで見つかるかな。ちかぢか？
でなきゃ宇宙でか。

ところで超対称性は少しは破れているに違いない。

厳密な超対称性➡sparticle (superpartner)は元の粒子と同一の質量を持つ
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LHCでは，squark, gluinoの生成・観測に期待
ニュートラリーノ→missing energy

（sleptonは「雑音」に紛れ，検出困難。次世代の線形電子コライダーで？）

その他実験的検証

クォーク，レプトン　フレーバーチェンジング

μ→e＋γ  --- 高強度ミューオンビーム

ＣＰの大きな破れ
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何ゆえ超対称性が必要なのか

１．階層性問題

弱い相互作用　100 GeV のエネルギースケールの理論

重力相互作用　10
19
 GeV のエネルギースケールの理論

MPlanck～GN
-1/2

弱い力の物理は，桁違いにスケールが小さい

何か問題？

量子補正がバカデカイ・・・小さい結果は不自然

（ループを含むファインマン図）　　　　　　　　　　　　　　　　　
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でも，光子は質量ゼロですよね

これはゲージ対称性のおかげです

レプトン（ニュートリノ，電子など）も質量は小さいですね（クォークだって）

これはカイラル対称性のおかげ（少しは破れている）

スピン０のスカラーには，質量ゼロを守る対称性がなかった！

そこで SUSY

カイラル対称性＋超対称性がヒッグスの質量を小さいままにする！
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という枠組みだが，詳細はこんな感じ

例：　topと stop の量子効果（ヒッグス粒子の質量補正）が相殺
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1’. 宇宙定数（真空のエネルギー）の相殺

MPlanck
4～10112 eV4よりも小さく，

1

2∫d3k k2＋mB2－ k2＋mF2
～¦mB

2－mF
2¦MPlanck

2～MSUSY
2MPlanck

2～1080 eV4

すこしはまし？

まだまだ桁がほど遠い！！！！！ρcr～10
－12 eV4

string/braneを持ち出しても未解決？？？
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2.  ゲージ結合定数の統一
エネルギーにより結合定数（力の強さ）が変化（量子効果＝ループの寄与による）

標準模型の先が見えてくる? MGUT～MPlanck
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GUT
Grand Unified Theory

超対称性のない GUTのほぼ統一スケール < 超対称性のある GUTの統一スケール
このため

SUSYGUTでは
陽子の寿命は長くすることが出来る！

ただし通常 GUTにはない新たな崩壊モード（sparticle の寄与）
があるので，注意が必要。
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３．超重力理論，超弦理論

超重力 supergravity (sugra) ＝局所 susy

graviton（スピン 2） ---  gravitino （スピン 3/2）

重力子　　　　　　グラヴィティーノ

δe
a

μ
＝i εγ

a

ψ
μ

δψ
μ
＝D 

μ
ε＋…  
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われわれは質量ゼロのグラヴィティーノを見たことがないので，

現在の宇宙では，たぶん局所超対称性は破れている。

グラヴィティーノ質量　m
3/2
≒M

2

SUSY
/M
Planck
　

ダークマターの有力候補

ただし，「気に掛けていないと」，多くなりすぎることも

以下割愛：　ペペロンチーノ，アルパチーノ，タランティーノ，・・・
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超対称性の数を増やす

４次元では最大，N=8 多重項・・・有限理論？

-2← -3/2 ← -1

Q8 Q7

←

Q6

-1/2 ← 0 ← 1/2

Q5 Q4

←

Q3

1 ← 3/2 ← 2

Q2 Q1

これは 11次元 N=1 超重力から次元降下により得られる。
(11 次元のスピノール１個は４次元のスピノール８個分)

４次元 N=4 YM多重項・・・有限理論であることが知られている。

-1 ←

Q4

-1/2 ← 0 ← 1/2

Q3 Q2

←

Q1

1
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superstring theory
超重力を含む統一理論

超対称性がないと摂動的真空を見いだすのが困難

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　♪　ひも　に　なり～たい～　♪

理論開発Mathematical tool としての発展

摂動・非摂動，両側面に不可欠
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Dark Matter

候補：

MACHOs ?  WIMPs ?  ApJs ?

謎，かといって桁違いの量でもない
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今日の話
nonsense

meta-physics

physics



WIMP = neutralino ⊂sparticles

世界の半分の粒子をわれわれは知らなかった！

　　　　　　　　⬅特にここ
しかも重い！
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♪ 超対称性は魔法の鏡 ♪    ⬅

お伽噺？とてもありそうもない？

いやいや

     Dirac の反粒子，発見（1930年代）

このときも「粒子」は　２倍！
歴史は繰り返す？ のか？
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２倍２倍

　マルハッチ

２倍じゃいけないんでしょうか
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ちなみに

粒子-反粒子　　　　特殊相対性理論の帰結

➡電子質量の量子補正がマイルドに➡量子電磁力学

particles-sparticles 　　　超対称性の帰結

➡階層性問題の解決(量子効果の相殺)⇒大統一理論？重力も？
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閑話休題

ダークマターの条件

電気的に中性・・・光らない　　「ニュートラリーノ」

重い・・・非相対論的　(CDM)　  　

バリオンでない・・・元素合成に直接影響しない？　　　　

　　　安定・・・寿命　宇宙年齢程度　10
10
年　以上

WIMPは

「neutralino」photino, higgsino, zino, 等の混合
or gravitino？

最も軽い sparticle (LSP)はほぼ安定
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例えば

電子，電子，光子の相互作用

(e, e, γ)
があれば

電子，スカラー電子，フォティーノの相互作用

(e, e, γ)

スカラー電子，スカラー電子，光子の相互作用

(e, e, γ)
がある。

sparticleは単独で生成／消滅しない

➡一番軽い sparticle (LSP) は安定

宇宙で対消滅・・・γ線

注：　厳密な議論にはR parity　R＝(-1)3B+L+2Sの導入が必要
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WIMP検出実験

地下，液化キセノンなど

出るかな sparticle

超対称標準理論 (MSSM, NMSSM, ...) は

計算可能なモデル

particle とsparticle はスピン，質量を除き同一の量子数を持つ
もちろん理論には不定なところもある

理論的大問題

SUSYをいかにして破るか

現象論ではたいてい質量項を手で加える

SUSY breaking mechanismに決定版はない
+gravity mediation, gauge mediation, anomaly mediation,...いづれも隠れたところ (braneなど)で破る！
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SUSY (in particle theory)を信じる？

・SUSYが存在×SUSYを信じる＝「素晴らしい洞察力」◎

・SUSYが無い×SUSYを信じる＝とりあえずしばらく論文が書ける△

・SUSYが存在×SUSYを信じない＝「ハズレ，読みが甘い」×

・SUSYが無い×SUSYを信じない＝あたり，でも特に誉められない－

なので

とりあえず信じていて損はない。

以上，パスカルの神の存在議論のパクリ   人間は考えるアシである
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Thank you for your attention.
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第一部終了
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こたつたこ

しんでんし
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引き続き，第二部

Extra slides
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超対称量子力学再び (SQM revisited)

超対称場の理論と超場 (superfield)

次元簡約 (dimensional reduction)

もっと簡単な超対称量子力学モデル

ソリトンと超対称性
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超対称量子力学　再び

スピン 1/2 粒子，一次元

Ψ＝
ψ＋(q)

ψ－(q)

H＝－
1

2

d2

dq2
＋
1

2

dW(q)

dq

2

＋
1

2
σ3
d2W(q)

dq2
＝Q
2

Q ＝－
i

2
σ1
d 

dq
＋
1

2
σ2
dW(q)

dq

練習問題：　W(q)＝
1

2
ωq2のとき，Hは前のHSUSYと同じ
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基底状態　H ¦0〉＝0 ⇄ Q ¦0〉＝0

Q ¦0〉＝0 ➡ 
d 

dq
－σ3
dW(q)

dq
Ψ0(q)＝0

Ψ0(q)＝e
σ3W(q) C＋
C－
＝

C＋e
＋W(q)

C－e
－W(q)

規格化可能条件

W(∞)＝W(-∞)＝±∞
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規格化可能条件

W(∞)＝W(-∞)＝±∞

➡
dW(q)

dq
のゼロ点の数が奇数ならば，超対称性がある。

（調和振動子はこの場合）

dW(q)

dq
のゼロ点の数が偶数ならば，超対称性が破れる

なぜ？

ヒント：　トンネリング

➡非摂動的超対称性の破れ

(ゼロ点の数が3のとき最低エネルギーがゼロなのは逆に不思議)
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書き直す

H＝

-
1

2

d2

dq2
＋
1

2
W
/ 2

＋
1

2
W
//

0

0 -
1

2

d2

dq2
＋
1

2
W
/ 2

－
1

2
W
//
＝
H＋ 0

0 H－

Q ＝

0 -
i

2

d

dq
-
i

2
W
/

-
i

2

d

dq
＋
i

2
W
/

0

＝
0 A†

A 0

    ＝A f ＋A†f†

H＋＝A†A ,      H－＝A A†
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H＋＝A†A  と H－＝A A†の関係を超対称ということもある。

スペクトルはゼロモード以外同じ
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行列の場合

AB　と　BA　の固有値は，ゼロ以外は一致

U＝
1  A

B  x1 , 
V＝
x1  -A

0 1

UV＝
x1  0

xB  x1－BA , 
VU＝
x1－AB    0

B   x1

det UV＝det VU

からわかる。

もっとも，tr (AB)
n
＝tr (BA)

n
 からも証明可能。
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「古典」ラグランジアン

L ＝ 
1

2
q
2

－
1

2
W
/

(q)

2

＋i f†f －
1

2
W
//

(q) f†, f 

f†とf はグラスマン変数。

p＝q ,  π＝i f†  →量子化 q, p ＝i , f , f† ＝1  （以下 hat 略）

H ＝ 
1

2
p 
2

＋
1

2
W
/

(q)

2

＋
1

2
W
//

(q) f†, f 

    ＝ Q , Q†

Q ＝
1

2
p＋iW

/

(q) f ,  Q
† ＝
1

2
p－iW

/

(q) f†
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�i 2Q , q ＝ f , i 2Q†, q ＝ f†

i 2Q , f† ＝i p －W
/

(q) ,  i 2Q†, f ＝i p ＋W
/

(q) ,  

Q , f ＝ Q†, f† ＝ 0
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δε†
q＝i 2ε†Q , q ＝ε† f , 

δε†
f ＝0, δε†

f†＝i 2ε†Q , f† ＝ε† i p －W
/

(q)

δεq＝�i 2Q †ε, q ＝f †ε

δεf ＝i 2Q 
†ε, f ＝ －i p －W

/

(q) ε , δεf ＝0

ε, ε†はQ, Q†同様，グラスマンであることに注意。
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経路積分

L ＝ 
1

2
q
2

－
1

2
W
/

(q)

2

＋i f†f －
1

2
W
//

(q) f†, f 

f†とf はグラスマン変数だが，ｃ数として扱う

L ＝ 
1

2
q
2

－
1

2
W
/

(q)

2

＋i f†f －W
//

(q)f†f 

∫Df†Df  exp i∫dt f† i∂∂t－W
//

f ∝det i
∂

∂t
－W

//
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分配関数

Z＝

∫DqDf†Df e
i∫L dt
∝∫Dq  det i∂∂t－W

//

e

i∫
1

2
q
2

－
1

2
W
/ 2

 dt

ρ＝i q－W
/

とおくと　
δρ

δq
＝i
∂

∂t
－W

//

なので

Dρ＝Dq det i
∂

∂t
－W

//

，また
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∫dtρ
2

＝∫dt i q－W
/
2

＝∫dt －q
2

＋W
/ 2

－2iqW
/

＝∫dt －q
2

＋W
/ 2

－2i∫ dq 
∞

-∞
W
/

＝∫dt －q
2

＋W
/ 2

                   if  susy unbroken

ゆえに

Z ∝∫Dρe
-i∫ρ

2

dt

 if susy unbroken

自由場と等価（ゼロモードに注意する場合あり）
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超対称場の理論と超場 (superfield)
２次元Wess-Zumino 模型

notations

η
μν

＝
-1  0

 0  1 ,          

γ
0

＝σ
2

, γ
1

＝iσ
1

,   γ
μ

, γ
ν

＝－2η
μν

γ
3

＝γ
0

γ
1

＝σ
3

∂/＝γ
μ
∂μ

γ
μ

, γ
ν

＝2γ
3

ε
μν

, ε
μν

γ
ν
＝γ

μ

γ
3
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２成分スピノール　反可換（グラスマン数）

例：　

ψχ＝ψ
T

γ
0

χ＝ψ
A
γ
0

AB
χ
B

＝－χ
B
γ
0

AB
ψ
A
＝χ

B
γ
0

BA
ψ
A
＝χψ

ψχ＝χψ

ψγ
μ

χ＝－χγ
μ

ψ

ψγ
μ

γ
ν

χ＝χγ
ν

γ
μ

ψ
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グラスマン座標　θ＝
θ1
θ2

θ1θ2＝－θ2θ1 ,     θ1
2

＝θ2
2

＝ 0

θθ＝－2iθ1θ2

フィールツ変換：　θAθB＝－
1

2
θθδ

AB

微分：　
∂

∂θ
Aθ
B
＝δ

B

A
, 
∂

∂θ
A(θ
B
θ
C
)＝δ

B

A
θ
C
－δ

C

A
θ
B

　
∂

∂θ
A

∂

∂θ
B＝－
∂

∂θ
B

∂

∂θ
A ，
∂

∂θ
A  1 ＝ 0
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積分：　∫dθ1＝ 0 , ∫dθ1 θ1＝ 1

演習問題：　exp(θ1Mθ2)＝1＋θ1Mθ2

          ∫dθ2 dθ1exp(θ1Mθ2)＝M 
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スカラー超場　Φ(x0,x1,θ1,θ2)

グラスマン座標でマクローリン展開すると，多項式にとどまる

Φ(x,θ)＝φ(x)＋θψ(x)＋
1

2
θθF (x)

一つの多重項(φ, ψ, F )

座標変換

θ→θ＋ε ,  x→x＋iεγθ

を考えていく。
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QA＝
∂

∂θ
A＋i∂/θA

を導入すると

δθ＝εQ, θ＝ε ,  δx＝εQ, x＝iεγθ

となるので

この座標変換の下，超場は下記だけずれる

δΦ＝εQ, Φ＝εQΦ＝εψ＋θ F－i∂/φε－
1

2
iθθε∂/ψ

もとのΦの展開各項と比べると
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δφ＝εψ

δψ＝ F－i∂/φε

δF ＝－iε∂/ψ

θの（質量）次元は－1/2

φ  ・・・0，ψ  ・・・1/2，F  ・・・1

∂・・・1

δF には必ず（普通の時空座標による）微分がはいる

（場について線形変換）

ゆえに全微分（∂μK
μ
）の形
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∫d2θ θθ＝ 1 ,  ∫d2θ 1＝∫d2θ θ＝∫d2θ θ＝ 0

∫d2x d2θ (超場) 　は超対称変換で不変

ε1Q , ε2Q ＝－2iε1γ
μ
ε2∂μ

QA , QB＝2γ
μ
γ
0
Pμ ,     Pμ＝－i∂μ
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超対称変換で不変な理論を作る

共変微分：　DA＝
∂

∂θ
A－i∂/θA

DA , QB ＝ 0　なので共変。

DΦ＝ψ＋ F－i∂/φθ＋
1

2
iθθ∂/ψ

DΦ＝ψ＋θ F＋i∂/φ－
1

2
iθθ∂μψγ

μ

∫d2θ DΦDΦ＝－(∂φ)2＋F 2＋
1

2
i ψ∂/ψ－

1

2
i∂μψγ

μψ
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∫d2θ W(Φ)＝
1

2
F 
∂W(φ)

∂φ
－
1

4

∂2W(φ)

∂φ2
 ψψ

Ｗは superpotential と呼ばれる。

超対称作用

S ＝∫d2x［－
1

2
(∂φ)

2
＋
1

2
i ψ∂/ψ＋

1

2
F 
2

                                               
＋F 
∂W(φ)

∂φ
－
1

2

∂2W(φ)

∂φ2
 ψψ］

（１＋１）次元Wess-Zumino 模型
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（１＋１）次元Wess-Zumino 模型の超対称不変性を確認

δφ＝εψ ,  δψ＝ F－i∂/φε ,  δF ＝－iε∂/ψ

δS ＝∫d2x［－(∂φ)・ε∂ψ＋i ψ∂/ F－i∂/φε
                            ＋F (－iε∂/ψ)＋(－iε∂/ψ)

∂W 

∂φ

                      ＋F 
∂2W 

∂φ2
εψ －
∂2W 

∂φ2
 ψ F－i∂/φε］

δS ＝∫d2x∂・ －εψ(∂φ)－i εγψ F＋
∂W 

∂φ

        ＝∫d2x∂・εK 
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（１＋１）次元Wess-Zumino模型

S ＝∫d2x［－
1

2
(∂φ)

2
＋
1

2
i ψ∂/ψ＋

1

2
F 
2

                                               
＋F 
∂W(φ)

∂φ
－
1

2

∂2W(φ)

∂φ2
 ψψ］

補助場F の運動方程式：　F ＝－
∂W(φ)

∂φ

これを戻すと

S ＝∫d2x［－
1

2
(∂φ)

2
＋
1

2
i ψ∂/ψ

                                 －
1

2

∂W(φ)

∂φ

 2

－
1

2

∂2W(φ)

∂φ2
 ψψ］
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φの質量    m
φ

V(φ)＝
1

2

∂W(φ)

∂φ

 2

m
2

φ
＝
∂2V(φ)

∂φ2
 at 
∂V(φ)

∂φ
＝ 0 , 
∂V 

∂φ
＝
∂W 

∂φ

∂2W 

∂φ2
なので

m
2

φ
＝
∂2W 

∂φ2

 2

　at 
∂W(φ)

∂φ
＝ 0

一方，ψの質量    m
ψ
＝
∂2W 

∂φ2

m
2

φ
＝m

2

ψ
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W(φ)＝λ
φ3

3
＋m
φ2

2
を選ぶと

S ＝∫d2x［－
1

2
((∂φ)

2
＋m
2
φ
2
)＋
1

2
i ψ(∂/－m)ψ

                                 －λmφ
3
－
1

2
λ
2
φ
4
－λφ ψψ］
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次元簡約［次元降下］(dimensional reduction)

S ＝∫d2x［－
1

2
(∂φ)

2
＋
1

2
i ψ∂/ψ＋

1

2
F 
2

                                               
＋F 
∂W(φ)

∂φ
－
1

2

∂2W(φ)

∂φ2
 ψψ］

・場はt＝x0のみに依存（x＝x1に依らない）

・ψ＝
ψ1
ψ2
→ f ＝
1

2
(ψ1－iψ2) で書き換え

・φ → q(t)
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 ψ∂/ψ→ψTψ＝ψ1ψ1＋ψ2ψ2

                                           ＝2f†f ＋i(ψ1ψ2－ψ2ψ1)

 ψψ→i(ψ2ψ1－ψ1ψ2)＝f†f －f f†＝ f†, f 

に注意すると，

S ＝∫dt［
1

2
q
2
＋i f†f ＋

1

2
F 
2

                                               
＋F 
∂W(q)

∂q
－
1

2

∂2W(q)

∂q2
 f†, f ］

超対称量子力学
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超場の次元降下

Φ(x,θ)＝φ(x)＋θψ(x)＋
1

2
θθF (x)

・x1に依らない　　・φ→q(t)

・θ＝
θ1
θ2
→ Θ ＝

1

2
(θ1－iθ2) で書き換え

θψ＝i(θ2ψ1－θ1ψ2)＝Θ†f －Θf †＝Θ†f ＋f †Θ

θθ＝i(θ2θ1－θ1θ2)＝Θ†Θ－ΘΘ†＝2Θ†Θ

Φ(t,Θ,Θ†)＝q(t)＋Θ†f (t)＋f †(t)Θ＋Θ†ΘF (t)
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QA＝
∂

∂θ
A＋i∂/θA→ QA＝

∂

∂θ
A＋i(γ0θ)A

∂

∂t 

Q1＝－i
∂

∂θ2
＋θ2
∂

∂t 
, Q2＝i
∂

∂θ1
－θ1
∂

∂t 
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1

2
(Q1－iQ2)＝

1

2

∂

∂θ1
－i
∂

∂θ2
＋i
1

2
θ1－iθ2

∂

∂t 

＝
∂

∂Θ†
＋iΘ
∂

∂t 

1

2
(Q1＋iQ2)＝

1

2
－
∂

∂θ1
－i
∂

∂θ2
－i
1

2
θ1＋iθ2

∂

∂t 

＝－
∂

∂Θ
－iΘ†
∂

∂t 
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2Q ≡
∂

∂Θ†
＋iΘ
∂

∂t , 
2Q†≡
∂

∂Θ
＋iΘ†
∂

∂t 

Q , Q† ＝i
∂

∂t 

Φ(t,Θ,Θ†)＝q(t)＋Θ†f (t)＋f †(t)Θ＋Θ†ΘF (t)

2QΦ＝f +Θ(i q＋F )＋Θ†Θ(－i f ) ,

 － 2Q†Φ＝f†＋Θ†(－i q＋F )＋Θ†Θ(i f †)
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Φ(t,Θ,Θ†)＝q(t)＋Θ†f (t)＋f †(t)Θ＋Θ†ΘF (t)

2ε†QΦ＝ε†f +ε†Θ(i q＋F )＋Θ†Θ(－iε† f ) ,

 2εQ†Φ＝f†ε＋Θ†ε(－i q＋F )＋Θ†Θ( i f †ε)

(Θ→Θ＋ε, Θ†→Θ†＋ε†, t → t ＋iεΘ†＋iε†Θ)

δε†
q＝ε† f ,  δε†

f ＝0, δε†
f†＝ε† i q＋F ,

δε†
F ＝ε†－i f 

δεq＝f †ε , δεf ＝ －i q＋F ε , δεf ＝0,

δεF ＝ i f † ε
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　　　　 D ≡
∂

∂Θ†
－iΘ
∂

∂t , 
D†≡
∂

∂Θ
－iΘ†
∂

∂t 

DΦ＝f +Θ(－i q＋F )＋Θ†Θ( i f ) , 

－D†Φ＝f†＋Θ†(i q＋F )＋Θ†Θ(－i f †)

積分を定義：∫d2Θ  Θ†Θ＝1
－∫d2ΘD†ΦDΦ＝－i f †f +i f†f ＋q2＋F 2 ,

∫d2ΘW(Φ)＝F W 
/

(q)－
1

2
W 
//

(q) f †, f 
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supercharges

と反可換な 共

変微分



もっと簡単な超対称量子力学モデル

Φ(t,Θ,Θ†)＝q(t)＋Θ†f (t)＋f †(t)Θ＋Θ†ΘF (t)

2Q ≡
∂

∂Θ†
＋iΘ
∂

∂t , 
2Q†≡
∂

∂Θ
＋iΘ†
∂

∂t 

をさらに簡約：　　Θを無くす，Θ†→iη

Φ(t,η)＝q(t)＋iηf (t)

2Q ＝
∂

∂η
, 2Q†＝iη

∂

∂t 

そこで　Q ≡
∂

∂η
＋iη
∂

∂t 
とする。
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前の

結果



Q  , Q ＝2i
∂

∂t 

Φ＝q＋iηf ,       QΦ(t,η)＝iηq＋i f 

δq ＝iζf , δf ＝－ζq   　（ζはグラスマン）

(η→η＋ζ,   t →t＋iζη)

共変微分：　　D ≡
∂

∂η
－iη
∂

∂t 

DΦ＝－iηq＋i f 

i

2∫dη  DΦ Φ＝
1

2
 q2＋
i

2
f f 
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まとめ

δq ＝iζf , δf ＝－ζq

L ＝
1

2
 q2＋
i

2
f f       (free theory!)   p ＝q 

δL ＝iζf  q－
i

2
ζf  q－
i

2
f ζq ＝
i

2

d 

dt 
(ζf  q)

H ＝
1

2
 p2 ,  Q ＝－p f  ,       量子化　 q , p ＝i ,  f , f ＝1

→   Q , Q ＝2H ,  Q , q ＝i f , Q , f ＝－p 
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Addendum
(Wong Man Chui, "Introduction to Supergravity", Thesis, MSc, Imperial College)

(Peter van Nieuwenhuizen, "Introduction to Supergravity", hep-th/0408179)

supergravity or local susy (ζ≠0)

上記理論ではδL ＝iζf  q+
i

2

d 

dt 
(ζf  q)≠0となってしまう

ネーターの方法（略）により求められる locally supersymetric theoryは

LSG ＝
1

2
(1-2h) q2＋i f f  －iψqf 

Local SUSY: δq ＝iζ(1-2h)f ,   δf ＝－(1-2h)qζ

δh＝－i(1-2h)ζψ , δψ＝－(1-2h) (1-2h)ζ－hζ

の下で不変（たれか確かめてくれ）
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superspace formulation

H＝1-2h＋2iηψ

LSG＝
i

2∫dηH DΦ Φ＝
1

2
 q2＋
i

2
f f 

（たれか確かめてくれ）
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ソリトンと超対称性

supercharge in terms of fields

場の理論に戻る。1+1 次元Wess-Zumino 模型

S ＝∫d2x［－
1

2
(∂φ)

2
＋
1

2
i ψ∂/ψ＋

1

2
F 
2

                                               
＋F 
∂W(φ)

∂φ
－
1

2

∂2W(φ)

∂φ2
 ψψ］

δφ＝εψ

δψ＝ F－i∂/φε

δF ＝－iε∂/ψ
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Noether current をつくる

δφ＝εψ ,   δψ＝ F－i∂/φε ,  δF ＝－iε∂/ψ

εJ ＝－(∂φ)εψ＋i ψγ F－i∂/φε－εK 

K ＝－ψ(∂φ)－i γψ F＋
∂W 

∂φ

εJ ＝ ψγ∂/φε＋i ε
∂W 

∂φ
γψ＝ε∂/φγψ＋i ε

∂W 

∂φ
γψ

J ＝ ∂/φ＋i 
∂W 

∂φ
γψ
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J 
0

＝ ∂/φ＋i 
∂W 

∂φ
γ
0

ψ

     ＝ ∂
0
φ－σ

3
∂
1
φ＋i 
∂W 

∂φ
γ
0

ψ

J 
0

1
＝ ∂

t
φ－∂

x
φ ψ

1
＋ 
∂W 

∂φ
ψ
2

J 
0

2
＝ ∂

t
φ＋∂

x
φ ψ

2
－ 
∂W 

∂φ
ψ
1
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Q 
A
＝∫dx J 

0

A

Q 
1
＝∫dx ∂ tφ－∂ xφ ψ 1＋ 

∂W 

∂φ
ψ
2

Q 
2
＝∫dx ∂ tφ＋∂ xφ ψ 2－ 

∂W 

∂φ
ψ
1

量子化

φ(x,t),∂
t
φ(y,t) ＝i δ(x－y)

ψA(x,t), ψB(y,t) ＝δABδ(x－y)
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Q 
2

1
＋Q 

2

2
＝ 2 H 

Q 
1
, Q 
2
＝ 2∫dx 

∂W 

∂x 
＝ 0   ?
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S ＝∫d2x［－
1

2
(∂φ)

2
＋
1

2
i ψ∂/ψ

                                 －
1

2

∂W(φ)

∂φ

 2

－
1

2

∂2W(φ)

∂φ2
 ψψ］

スカラー場の静的真空解

d2φ

dx2
－
∂W 

∂φ

∂2W 

∂φ2
＝0 ➡
dφ

dx
＝±
∂W 

∂φ

ただしφ(∞), φ(-∞)は定数，
∂W 

∂φ
(φ(±∞))＝0。
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例えば次のような superpotential

W(φ)＝λ
φ3

3
－a2φ

のとき，φ2(±∞)＝a2

この場合の解は（kink 解）

dφ

dx
＝±λ(φ2－a2)

kink 解：φ0＝a tanh (λa x )

質量：M ＝
4

3
λa3
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別の例：　superpotential

W(φ)＝cos φ

のとき，φ2(±∞)＝n2π2,  n=0,1,2,...

この場合の解は

dφ

dx
＝±sin φ

演習問題：　具体的に kink 解を求め，その質量も導け。
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Q 
1
, Q 
2
＝ 2∫dx 

∂W 

∂x 

                 ＝ 2 W(φ(∞))－W(φ(-∞))  ≡ T 
  

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（定数）

kink 解の場合，右辺はゼロではない
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Q 
2

1
＋Q 

2

2
＝ 2 H →2 M (M: mass of kink),    Q 

1
, Q 
2
＝ T 

Q 
2

1
＋Q 

2

2
＝ Q 

1
－Q 

2

2

＋ Q 
1
, Q 
2
＝ Q 

1
－Q 

2

2

＋T 

                ＝ Q 
1
＋Q 

2

2

－ Q 
1
, Q 
2
＝ Q 

1
＋Q 

2

2

－T 

Q 
1
±Q 

2

2

≧ 0なので

M ≧
¦T¦

2
    Bogomolnyi inequality
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等号成立　　M ＝
¦T¦

2
 は　Q 

1
＝ Q 

2
またはQ 

1
＝－Q 

2

静的 kink の場合

Q 
1
＝∫dx －

∂φ

∂x 
ψ
1
＋ 
∂W 

∂φ
ψ
2

Q 
2
＝∫dx ＋

∂φ

∂x 
ψ
2
－ 
∂W 

∂φ
ψ
1

なので

∂φ

∂x 
＝±
∂W 

∂φ
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M ＝∫dx 
1

2

∂φ

∂x 

2

＋
1

2

∂W 

∂φ

2

＝
1

2∫dx －
∂φ

∂x 
±
∂W 

∂φ

2

±2
∂φ

∂x 

∂W 

∂φ

ゆえに　M －∫dx 
∂φ

∂x 

∂W 

∂φ
≧ 0，　M ≧

¦T¦

2
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さて，どう破れている？

δψ＝ F－i∂/φε , 運動方程式→δψ＝ －
∂W 

∂φ
－i∂/φ ε

kink 解では　δψ＝ －
∂W 

∂φ
＋σ

1

∂φ

∂x 
ε

δψ
1
＝－
∂W 

∂φ
ε
1
＋
∂φ

∂x 
ε
2
, δψ

2
＝－
∂W 

∂φ
ε
2
＋
∂φ

∂x 
ε
1

δ ψ
1
＋ψ

2
＝ －
∂W 

∂φ
＋
∂φ

∂x 
ε
1
＋ε

2

δ ψ
1
－ψ

2
＝ －
∂W 

∂φ
－
∂φ

∂x 
ε
1
－ε

2
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kink 解 (BPS) が背景にあるとき，超対称性は「半分」破れている。

一般にＢＰＳソリトンの上では，

対称性は 1/2（または 1/4,1/8,...）残る。

演習問題：　kink 解の背景で，

ボソンの fluctuation，およびフェルミオンには

ゼロモードが存在する。具体的に表せ。

例えば，λが非常に大きくなると，系はどのようなもの

になるのだろうか。
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ボソン　ゼロモード

∂
2

φ－V(φ)
/

＝ 0

φ＝φ0＋Δφ ,  ∂
2

x
φ0－V(φ0)

/

＝ 0　・・・＊

kink まわりの展開：∂
2

Δφ－V(φ)
//

Δφ≒ 0

一方，＊より　∂
2

x
∂
x
φ0－V(φ0)

//

∂
x
φ0＝ 0

ゼロモード　Φ0(x) ＝
1

M 
∂
x
φ0が存在する。
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フェルミオンゼロモード

i∂/ψ－W
//

ψ＝ 0

－W
//

(φ0) －∂
x

－∂
x
－W

//

(φ0)
ψ(x)＝ 0

ψ0±(x)＝
1

2M 

∂
x
φ0

±∂
x
φ0
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∂
2

x
φ0±W

//

(φ0)∂
x
φ0＝∂

x
∂
x
φ0±W

/

(φ0)

－W
//

0 －∂
x

－∂
x
－W

//

0

ψ0＋＝－
1

2M 

∂
x
∂
x
φ0＋W

/

(φ0)

∂
x
∂
x
φ0＋W

/

(φ0)

－W
//

0 －∂
x

－∂
x
－W

//

0

ψ0－＝
1

2M 

∂
x
∂
x
φ0－W

/

(φ0)

－∂
x
∂
x
φ0－W

/

(φ0)

∂
x
φ0±W

/

(φ0)＝ 0　→ψ0±(x)がゼロモード
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ゼロモード作用

φ(x,t)＝φ0(x)＋q(t)Φ0(x)                

ψ(x,t)＝f (t)ψ0±(x)      (f はグラスマン)  

ただし　∂
x
φ0±W

/

(φ0)＝ 0

これを２次元WZ作用に入れる。

S ＝∫d2x［－
1

2
(∂φ)

2
＋
1

2
i ψ∂/ψ

                                 －
1

2
W
/

(φ)
 2

－
1

2
W
//

(φ)ψψ］
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S ⊃∫d2x
1

2
(qΦ0(x))

2
＋
1

2
i f fψ0±(x)

Tψ0±(x)

S ⊃∫dt 
1

2
(q)
2
＋
1

2
i f f 

ゼロモード以外の寄与は，強結合極限で消える（decouple）
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ゼロモードの超対称変換

δφ＝εψ →δq Φ0＝ε
Tγ0f ψ0±

ε＝－
1

2

±ζ

－ζ とすれば

δq ＝iζf 

一方

δψ＝ －W
/

－i∂/φ ε→

δψ＝ －iσ
2
∂
t
φ＋σ

1
∂
x
φ－W

/

ε
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ε＝－
1

2

±ζ

－ζ のとき
σ
1
∂
x
φ0－W

/

(φ0) ε＝0

(∂
x
φ0±W

/

(φ0)＝ 0なので)　というわけで kink の上で

δf ψ0±＝ －iσ
2
qΦ0 ε，さらに

σ
2
ε＝－
1

2

iζ

±iζ

δf ψ0±＝－ζq
1

2

Φ0
±Φ0
＝－ζqψ0±
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結局ゼロモードに付き

δq ＝iζf , δf ＝－ζq

前節と一緒だ！

超場

Φ＝φ(x)＋θψ(x)＋
1

2
θθF (x)

θ＝－
1

2

±η

－η とする。このとき　
θθ＝0

Φ＝(q＋ iηf )Φ0
前節と一緒だ！
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Thank you!
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